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×
2
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=− �3 +
3
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�2 +
9
25

� +
1
25

= 25�3 − 15�2 − 9� − 1
= 5� + 1 2 ∙ � − 1
= 0

解得三个特征值分别为�1 = �2 =− 1
5

, �3 = 1

下面求各个特征值对应的特征向量

当�1 = �2 =− 1
5
时，将� =− 1

5
代入 � − �� � = 0，即 � + 1

5
� � = 0，亦即

1
5

1 2 2
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+
1
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1 0 0
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+
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=
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�2−�1, �3−�1,52�1
� ����������
�2−�1, �3−�1,52�1
� ����������
�2−�1, �3−�1,52�1
� ����������

1 1 1
0 0 0
0 0 0

同解方程为�1 + �2 + �3 = 0，得 � + 1
5

� � = 0 的基础解系为

�1 =
−1
1
0

，�2 =
−1
0
1

故属于�1 = �2 =− 1
5
的正规化后特征向量为

�1 = 1
2

−1
1
0

，�2 = 1
2

−1
0
1

当�3 = 1 时，将�3 = 1 代入 � − �� � = 0，即 � − � � = 0，亦即
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−
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4�1 ,−5

3�2
� ������
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4�1 ,−5
3�2

� ������
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4�1 ,−5
3�2

� ������
1 −
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−
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0 1 −1
0 0 0

�1+1
2�2

� ���
�1+1

2�2
� ���

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

同解方程为
�1 − �3 = 0
�2 − �3 = 0，得 � − � � = 0 的基础解系为�3 =

1
1
1

故属于�3 = 1 的正规化后特征向量为�3 = 1
3

1
1
1

(b) lim
�→∞
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�→∞

1
5

1 2 2
2 1 2
2 2 1

�

= lim
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�

= lim
�→∞

1
5�

1 2 2
2 1 2
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�

=

0（分母趋于无穷大时，整个分数等于 0）

2. � =
2 1 1
1 2 1
1 1 2

利用公式法求矩阵M的逆阵

� =
2 1 1
1 2 1
1 1 2

= 23 + 13 + 13 − 1 × 2 × 1 − 1 × 1 × 2 − 2 × 1 × 1

= 8 + 1 + 1 − 2 − 2 − 2 = 4

�11 = 2 1
1 2 = 3, �12 =− 1 1

1 2 =− 1, �13 = 1 2
1 1 =− 1,

�21 =− 1 1
1 2 =− 1, �22 = 2 1

1 2 = 3, �23 =− 2 1
1 1 =− 1,

�31 = 1 1
2 1 =− 1, �32 =− 2 1

1 1 =− 1, �33 = 2 1
1 2 = 3,
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1
4

=− �3 +
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�2 −
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16

� +
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64

= 64�3 − 144�2 + 96� − 16
= 16∙ � − 1 2 ∙ 4� − 1
= 0

解得三个特征值分别为�1 = 1
4

, �2 = �3 = 1

下面求各个特征值对应的特征向量

当�1 = 1
4
时，将�1 = 1

4
代入 �−1 − �� � = 0，即 �−1 − 1

4
� � = 0，亦即
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1 0 0
0 1 0
0 0 1
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= 0
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2�1 ,83�2
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2�1 ,83�2
� ����
2�1 ,83�2
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0 0 0
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同解方程为
�1 − �3 = 0
�2 − �3 = 0，得 �−1 − � � = 0 的基础解系为�1 =

1
1
1

故属于�1 = 1
4
的特征向量为�1�1 = �1

1
1
1

，其中�1为任意非零实数

因为� =
1
�
1

是�−1其中一个特征向量，因此�1 = 1
4
时，当� = 1。

当�2 = �3 = 1 时，将� = 1 代入 �−1 − �� � = 0，即 �−1 − � � = 0，亦即
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−
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4
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−
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�2−�1, �3−�1,−4�1� �����������
�2−�1, �3−�1,−4�1� �����������
�2−�1, �3−�1,−4�1� �����������

1 1 1
0 0 0
0 0 0

同解方程为�1 + �2 + �3 = 0，得 �−1 − � � = 0 的基础解系为

�2 =
−1
1
0

，�3 =
−1
0
1

故属于�2 = �3 = 1 的特征向量为�2�2 = �2

−1
1
0

，�3�3 = �3

−1
1
0

其中�2, �3

为任意非零实数

因为� =
1
�
1

是�−1其中一个特征向量，因此�2 = �3 = 1 时，�无法满足条件。

综上，� = 1。

3. 由� � =
�1(�)
�2(�) , �� �

��
=− 3 1

1 3 � � 可得

��1
��

=− 3�1 − �2
��2
��

=− �1 − 3�2

此方程组可化为
��
��

= ��, A =− 3 1
1 3 = −3 −1

−1 −3
先化 A为对角矩阵，为此找出 P，使�−1�� = Λ，求 P 的过程如下：

� − �� = −3 − � −1
−1 −3 − � = −3 − � 2 − 1 = 0

解得两个特征值分别为�1 =− 2, �2 =− 4
将�1 =− 2 代入 � + 2� � = 0，

� + 2� = −3 + 2 −1
−1 −3 + 2 = −1 −1

−1 −1
�2−�1, −�1� �����
�2−�1, −�1� �����
�2−�1, −�1� ����� 1 1

0 0

这时同解方程组为�1 + �2 = 0，求得�1 =− 2 对应的特征向量�1 = 1
−1

将�2 =− 4 代入 � + 4� � = 0，

� + 4� = −3 + 4 −1
−1 −3 + 4 = 1 −1

−1 1
�2+�1� ��
�2+�1� ��
�2+�1� �� 1 −1

0 0



这时同解方程组为�1 − �2 = 0，求得�2 =− 4 对应的特征向量�2 = 1
1

故� = �1, �2 = 1 1
−1 1 ，

� � = 1 1
−1 1

1 0
0 1

�2+�1� �� 1 1
0 2

1 0
1 1

1
2�2
�� 1 1

0 1
1 0
1
2

1
2

�2+�1� �� 1 1
0 2

1 0
1 1

1
2�2
�� 1 1

0 1
1 0
1
2

1
2

�2+�1� �� 1 1
0 2

1 0
1 1

1
2�2
�� 1 1

0 1
1 0
1
2

1
2

�1−�2� ��

1 0
0 1

1
2 − 1

2
1
2

1
2

因此�−1 =
1
2

− 1
2

1
2

1
2

，Λ = −2
−4

由� = ��, � =
�1
�2

，化方程组为

� ��
��

= ���, ��
��

= �−1��� = Λy

即

��1
��

=− 2�1
��2
��

=− 4�2
解得

�1 = �1�−2�

�2 = �2�−4�

最后由� = ��，即
�1
�2

= 1 1
−1 1

�1
�2

，得到方程组通解

�1 = �1 + �2 = �1�−2� + �2�−4�

�2 =− �1 + �2 =− �1�−2� + �2�−4�

因为 � 0 = 1
2 ，代入上式得

1= �1�−2∙0 + �2�−4∙0 = �1 + �2
2 =− �1�−2∙0 + �2�−4∙0 =− �1 + �2

解得�1 =− 1
2
, �2 = 3

2

� � 的解析解为

�1 =−
1
2

�−2� +
3
2

�−4�

�2 =
1
2

�−2� +
3
2

�−4�

4. 空间 V的基向量�1 =
1
1
0

, �2 =
0
1
1

, 求�向量使得该向量到向量� =
8
0
6

的

欧式距离最短。

设



� =
�1, �
�1, �1

�1 +
�2, �
�2, �2

�2

=
1 × 8 + 1 × 0 + 0 × 6
1 × 1 + 1 × 1 + 0 × 0

�1 +
0 × 8 + 1 × 0 + 1 × 6
0 × 0 + 1 × 1 + 1 × 1

�2

= 4
1
1
0

+ 3
0
1
1

=
4
7
3

5. 若�和�, � + �和� − �均为正交，则

�, � = 0
� + �, � − � = 0

� 2 + �, � − �, � − � 2 = 0
� 2 − � 2 = 0

� 2 = � 2

� = � = 1

6. 设对称矩阵� = � �
� � ，则有

� �
� �

1
−1 = 3

4 ，亦即

� − � = 3
� − � = 4

解得� = � − 3，� = � − 7

� = � � − 3
� − 3 � − 7 ，其中 a为任意数

7. 给出�1
2 + �2

2 + �3
2 = 1，求� � = �1

2 + 2�2
2 + �3

2 − 2�1�2 − 2�2�3 = 3

8. A为反对称矩阵，则�� + � = 0

因为 � − �2 ' = �' − �2 ' = � − �' 2
= � − −� 2 = � − �2

则� − �2为对称矩阵，而对∀� ≠ 0，有

�' � − �2 � = �' � + �'� � = �'� + �'�'�� = �'� + �� ' �� > 0

故� − �2是正定矩阵。


